SUP MPSI 2 -  FÉNELON - année 2015- 2016

DEVOIR SURVEILLÉ N°5

Calculatrice non autorisée – sur 89 points, ramené à 80.
I) Fonction définie par une intégrale (sur 26).

1) On pose  
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a) Montrer que f est prolongeable en une fonction continue sur 
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 qui sera aussi notée f (sur 2,5).

b) Montrer que f est croissante sur 
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 (sur 4).

2)  On pose 
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a) Que vaut 
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 (sur 0,5) ?


b) Montrer que si 
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 ; en déduire 
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 (sur 3).


c) Dresser le tableau de variations de g en faisant figurer la valeur 1 (on donne 
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d) Tracer la courbe sur [0,2] (on donne 
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3) Nous allons déterminer, par un moyen détourné, la valeur exacte de 
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Posons 
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a) Quel est l’ensemble de définition de h  (sur 3)?


b) On rappelle que 
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 pour tout t > 0 ; en déduire que 
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 (sur 1).


c) Utiliser cet encadrement de 
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 pour obtenir un encadrement de 
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 valable pour 
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d) En déduire que 
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 (sur 1). On montrerait de même que 
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 et que donc h est prolongeable par continuité en posant 
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Admettons également que 
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4) Quel est le rapport avec la fonction g direz-vous…

Eh bien calculez 
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 et déduisez-en que g n’est autre que le prolongement par continuité sur 
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 de la fonction h (sur 3,5). Que vaut donc 
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  (sur 0,5) ?

5) En déduire aussi que 
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 (changement de variable 
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II) Relations (en vue d’obtenir le brevet du « nieur » d’énoncé , sur 7).
On dit qu’une relation R définie dans un ensemble E est antiréflexive si 
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On dit qu’une relation R définie dans E est antitransitive si 
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1) Y a t il une implication entre ces deux notions (sur 1) ?

2) On définit dans R la relation R par :


[image: image31.wmf]xRyxy
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Montrer que cette relation n’est ni réflexive, ni antiréflexive, ni transitive, ni antitransitive, ni symétrique, ni antisymétrique (sur 6).

III) Sur l’exponentielle complexe (sur 31).

Pour tout complexe z de partie réelle x et de partie imaginaire y, on pose 
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1) Vérifier que 
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 n’est jamais nul (sur 0,5).

2) Que valent 
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On admettra dans la suite les relations 
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3) Montrer que la fonction exponentielle complexe 
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est périodique (sur 1).

4) a) Montrer que 
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 (que l’on peut aussi écrire 
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En déduire la résolution des équations d’inconnue z complexe (utiliser le moins possible les parties réelles et imaginaires ; donner les solutions en z, pas en x,y) :

b) 
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 (a complexe donné, sur 1).

c) 
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 (sur 1,5).

d)  
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 (on pourra utiliser la fonction arctan, sur 3).

On définit les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique complexes comme étant les parties paire et impaire de l’exponentielle complexe : 
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5) Simplifier 
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 (sur 0,5).

5) Exprimer pour a et b complexes :
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 (sur 2)

En déduire 
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)

(

)

(

)

1

ch ch chch

2

ababab

=++-

 (sur 1), et donner la formule similaire pour sh a sh b (sur 1).

Déduire de cette dernière formule : 
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 (sur 1).

7) Soit z de partie réelle x et de partie imaginaire y ; montrer :
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 (sur 2), 
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8) Résoudre les équations d’inconnue z complexe (toujours réponse en z):

a) sh z = 0 (sur 1).

b) ch z = ch a (utiliser dernière formule de 6), sur 3).

c) ch z = i (sur 4).

d) ch z réel (sur 3).

IV) Suites géométriques (sur 7) .

1) Calculer 
[image: image53.wmf](
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 (sur 3).

2) En déduire, pour |x|<1, la valeur de 
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 (sur 1).

3) Calculer S(1/100) et en déduire les 200 premières décimales de 1/9801 (sur 3).
V) Loi de composition dans le plan (sur 16).

On définit une opération notée * dans 
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1) Est-elle commutative (sur 2) ?

2) Est-elle associative (sur 2) ?

3) Déterminer un élément neutre pour * (sur 1) et étudier l’existence d’un symétrique pour 
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 (sur 2). Qu’en conclut-on sur la structure de 
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4)  Montrer que l’hyperbole d’équation 
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 (autrement dit, l’ensemble 
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, qu’il n’est pas interdit de tracer) est une partie stable de 
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 pour la loi * (sur 2) ; est-ce un sous-groupe de 
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5) Soit f l’application de 
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 dans 
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 ; montrer que 
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 (sur 1) et vérifier que f est injective (sur 1).

Que cela signifie-t-il pour l’ensemble 
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 des matrices de la forme 
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On dit que l’on a obtenu une représentation matricielle du groupe 
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